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7 клас 
 

1. На дошці записані числа 1 , 2 , 5 , 7 , 8 , 11, 13 , 17 , 20  та 25 . Андрій та Олеся 

витерли по чотири різних числа. При цьому виявилось, що сума чисел, які витер 

Андрій, рівно у 5 разів менша за суму чисел, що витерла Олеся. Які числа можуть 

залишитись не витертими? Наведіть усі можливі відповіді.  
 

Відповідь: 8  та 11. 

Розв’язання. Сума чотирьох найменших чисел дорівнює 15 . Сума 

чотирьох найбільших дорівнює 51575  . Якщо припустити, що 

Андрій витер не чотири найменші числа, то їх сума не менша за 16 , 

а тому сума чисел, що витерла Олеся повинна бут не меншою від 80
, що неможливо. Таким чином Андрій мав витерти числа  1 , 2 , 5 , 7
, сума яких 15 . Аналогічно, якщо Олеся має витерти не чотири 

найбільші числа, то їх сума буде меншою від 51575  , що 

порушує умову. Одержана суперечність показує, що Олеся повинна 

витерти чотири найбільші числа. Тому залишаються не витертими 

числа 8  та 11. 

 

2. Квадрат розбитий на 6 прямокутників однакової площі, як це показане на рис. 1. 

Знайдіть довжину відрізку BC , якщо 5AB . 
 

Відповідь: 
5
24 . 

Розв’язання. Позначимо послідовно відрізки, як на рис. 2. Тоді  

yzy 25     
2
5z . 

yxz 5)52(   або yx 510     
2

y
x  . 

ytxy 5)2(   або yyt 5
2
5     2t . 

Тепер скористаємось тим, що це квадрат, тобто  

tzxy  522  або 12
2

5


y
   

5
24y . 

 

3. На площині заданий трикутник ABC , у якого сторона 

6AB  см. У вершинах A  та B  цього трикутника сидять 2 мурахи. Вони починають 

повзти по його сторонах у протилежних напрямах з постійними, але, можливо, 

різними швидкостями. Вперше вони зустрічаються у вершині C , вдруге зустрілися у 

вершині A , втретє – у вершині B . Чому дорівнює довжина сторони AC  цього 

трикутника? 
 

Відповідь: 6  см.. 

Розв’язання. Позначимо довжини сторін трикутника 

через cAB  , aBC   та bCA  . Швидкості мурахи, 

що починає з вершини A  позначимо через v , іншої – 

через u . Оскільки їх перша зустріч відбулася у вершині 

C , то вони рухаються у напрямах, як це показане на 

рис. 3. Тоді з умови першої зустрічі маємо:  

u
a

v
b   або avbu  .  (1) 

Умова другої зустрічі записується таким чином: 

u
b

v
ca   або bvuca  )( . (2) 

Рис. 3 

C  

A  
B  

u  v  b  

a  

c  

B  

C  

A  

Рис. 1 
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Умова третьої зустрічі записується таким чином: 

u
c

v
ab   або cvuab  )( .   (3) 

З (2) та (3) маємо: bucvcubvau  . Але тоді )()( bcucbv  . Якщо cb  , то рівність 

неможлива, оскільки маємо числа різних знаків. Тому 6 cb  см.  

 

4. Знайдіть найменше натуральне число N , для якого з довільних N  натуральних 

чисел завжди можна вибрати 4  числа, сума яких ділиться на 4 .  
 

Відповідь: 7 . 

Розв’язання. Зрозуміло, що можна розглядати числа за модулем 4 . Те, що 6 чисел може не 

вистачити підтверджує такий приклад: 1;1;1;0;0;0 .  

Покажемо, що з 7 чисел завжди можна вибрати шуканий набір. В основі міркувань буде таке просте 

твердження – з трьох натуральних чисел завжди можна вибрати два, сума яких парна.  

Позначимо числа: 721 ...,,, aaa . Тоді з них можна вибрати 3 пари чисел, у кожній з яких сума парна. 

Без обмеження загальності будемо вважати, що 

121 2baa  , 243 2baa  , 365 2baa  . 

З цих трьох чисел можна вибрати два, сума яких парна, наприклад, це перші два числа, тоді  

xbb 221     xbbaaaa 4)(2 214321  , 

що й треба було довести.  

 

8 клас 
 

1. У рівносторонньому трикутнику ABC  на сторонах AB , BC  та AC  вибрані точки 

F , D  та E  відповідно таким чином, що ABDF   та пряма ED  є серединним 

перпендикуляром відрізку CF . Знайдіть величину DEF .  
 

Відповідь: 45 . 

Розв’язання. З умов задачі випливає, що (рис. 4) 

 60DCADFE     30AFE , тому  

 90FEA     4590
2
1DECFED . 

 

2. У кожну комірку таблиці 76  (6  рядків та 7  

стовпчиків) записані 0  або 1  таким чином, що суми 

чисел у кожному рядку різні, а суми чисел у кожному 

стовпчику однакові. Чому може дорівнювати сума 

чисел у першому стовпчику? 
 

Відповідь: 3 . 

Розв’язання. Сума семи чисел у рядку може приймати одне з 

8  значень: 7...;;1;0 , оскільки рядків 6 , то рівно два з цих значень відсутні. Позначимо ці значення 

x  та y . Тоді сума усіх чисел таблиці дорівнює lyxyx 7)(28)(7...10  . Звідси 

7yx  , а тому єдине можливе значення 7 yx , тому сума чисел 

таблиці 21 , тобто сума чисел у кожному стовпчику 3 .  

Залишається навести приклад, що це значення досягається (рис. 5).  

 

3. Відомо, що для деякого значення a  справджується рівність: 

2
2

14 
a

a . Чи може бути цілим число 
2

14

a
ax  ? 

 

1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 0 

1 1 1 1 1 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 1 

0 0 0 0 0 1 1 

Рис. 5 

Рис. 4 
B  

E  

D  

C  

A  F  
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Відповідь: не може.  

Розв’язання. Якщо додати ці два рівняння, то матимемо рівність 
422 ax  , якщо відняти, то 

2
22

a
x  . Далі маємо, що  

82)2)(2(
4
442 

a
axx    8842 23  xxx    0)42( 2  xxx . 

Очевидно, що значення 0x  умову не задовольняє. Але інших цілих розв’язків рівняння 

0422  xx  не має, оскільки 5)1( 2 x , що неможливо.  

 

4. Знайдіть найменше натуральне число N , для якого з N  натуральних чисел завжди 

можна вибрати 8  чисел, сума яких ділиться на 8 .  
 

Відповідь: 15 . 

Розв’язання. Зрозуміло, що можна розглядати числа за модулем 8 . Те, що 14 чисел може не 

вистачити підтверджує такий приклад: 


77

1...;;1;1;0...;;0;0 .  

Покажемо, що з 15 чисел завжди можна вибрати шуканий набір. В основі міркувань буде таке просте 

твердження – з трьох натуральних чисел завжди можна вибрати два, сума яких парна.  

Позначимо числа: 1521 ...,,, aaa . Тоді з них можна вибрати 7 пар чисел, у кожній з яких сума парна. 

Тоді без обмеження загальності будемо вважати цілими такі числа: 

21
21 aa

b


 , …, 
27

1413 aa
b


 . 

З цих 7 чисел можна вибрати три пари, сума яких парна, тобто можна вважати цілими такі числа: 

21
21 bb

c


 , …, 
23

65 bb
c


 . 

З цих трьох чисел можна вибрати два, сума яких парна, наприклад, це число 
2

21 cc
x


 , але тоді 

8

...

4

...

2
814121 aabbcc

x


 , 

що й треба було довести.  

 

9 клас 
 

1. У кожну комірку таблиці 33  записане деяке натуральне число (не усі числа 

обов’язково різні) таким чином, що шість сум чисел – трьох рядків та трьох стовпчиків 

– попарно різні. Яке найменше значення може мати сума усіх 9 чисел таблиці? 
 

Відповідь: 17 . 

Розв’язання. Сума трьох чисел у рядку чи стовпчику не може бути меншою від 3 , тому сума усіх 

чисел по рядках та по стовпчиках дорівнює S2 . З іншого боку вона не може бути меншою за таку 

суму: 33876543  . Тому 17S . Тепер наведемо приклад таблиці, для якої це 

досягається (рис. 6).  

 

2. Точки FED ,,  лежать на описаному колі ABC  таким чином, що CFBEAD ,,  - 

діаметри цього кола. Прямі BFAECD ,,  у перетині утворюють 111 CBA . Доведіть, що 

~ABC 111 CBA .  
 

Розв’язання. Нехай точки перетинів показані, як на рис. 7. З умов задачі випливає, що  

 9011 ACABAA     901CAABAC  та  9011 CAACAA    

CAABAC 1 . Аналогічно доводяться рівності інших пар кутів.  

1 1 1 

1 1 3 

2 4 3 

Рис. 6 
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3. Знайдіть усі такі функції   ZZ:f , для 

яких справджуються такі умови: 

 )()()( nfmfmnf  ; 

 0)2016( f ; 

 0)( nf , якщо )2016(mod5n . 
Z  -- це множина натуральних чисел та 0 . 

 

Відповідь: 0f . 

Розв’язання. Оскільки 
 Zn  0)( nf , то з того 

що 7322016 25   маємо: 

0)7()3(2)2(5)2016(0  ffff , 

звідси маємо, що 0)7()3()2(  fff .  

Тепер для двох чисел nm, , що пов’язані умовою 

nm cba 732   маємо, що 

)()()7()3()2()732()( nfnfcfbfafnfmf cba  . 

Тепер можемо розглядати лише числа, що взаємно прості з 2016 . Для такого числа m  існує число 

k , що )2016(mod1mk . А далі просто маємо, що  

)()()5(0)5( mfkffkmf     0)( mf . 

 

4. Доведіть, що для довільних додатних чисел cba ,,  справджується нерівність:  

2

2222333

)(

)(3

cabcab

cba

abc

cba







. 

(Митрофанов Вадим) 
 

Розв’язання. Нагадаємо відому нерівність, яку часто використовують при доведенні нерівностей:  

nn

n

bbb

aaa

b

a

b

a

b

a






...

)...(

21

2
121

2

2

2
2

1

2
1 ... . 

Зробимо такі перетворення: 

2

22222222

2

4

2

4

2

4333

)(

)(3

)(

)(

cabcab

cba

cbaabc

cba

abc

c

cab

b

bca

a
abc

cba







  . 

Для останнього переходу достатньо довести, що справджується така нерівність: 

)(3)( 2 cbaabccabcab     )()()()( 222 cbaabccabcab  , 

що можна одержати простим розкриттям дужок, а остання нерівність – це нерівність трьох квадратів, 

для чисел cazbcyabx  ,, . 

 

10 клас 
 

1. Для кожного натурального n  многочлен )(nP  задовольняє умову 15)15( 5  nnP . 

Чому дорівнює величина )3(P ? 
 

Відповідь: 1023 .  

Розв’язання. Позначимо через 15  nx , тоді 15  xn
, звідси  

Рис. 7 

B

A  

C

D

E  

F  

1B  

1C  

1A  
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 )15555)(15(15 2345 nnnnnn
 

 )1)1()1()1()1(( 234 nxxxxx 1023)141664256(3  . 

 

2. Всередині заданого квадрату ABCD  зі стороною 1  вибирається точка P . Пряма DP  

перетинає відрізок AC  у точці E . Пряма CP  перетинає відрізок BD  у точці F . 

Знайдіть геометричне місце таких точок P , для яких відрізок ADEF || .  

 

Відповідь: коло, з центром в середині сторони DC  і 

радіусом 
2
1 . 

Розв’язання. Розташуємо систему координат XOY , для 

якої OD  , )1;1(B . Позначимо );( baP  та випишемо 

рівняння потрібних прямих (рис. 8):  

DP : xy
a
b , AC : xy 1 , тоді абсциса точки 

DPACE   дорівнює 
ba

a
Ex


 . 

CP : 
b

y

a
x 


1
1 , або 

11 


a
b

a
bxy , BD : xy  , тоді 

абсциса точки CPBDF   дорівнює 
1


ab
b

Fx . 

Умова паралельності прямих ADEF ||  означає рівність 


ba
a

Ex
1


ab
b

Fx , звідки  

22 babaaab   або 
4
122

2
1)(  ba , 

тобто шукане ГМТ – це коло, з центром в середині сторони DC  і радіусом 
2
1 . 

 

3. Задача 9.3  
 

4. Яких трикутників з цілими сторонами більше – таких, що мають периметр 2013 чи 

таких, що мають периметр 2016 ? 
 

Відповідь: однакова кількість. 

Розв’язання. Покажемо, що кожному трикутнику одного типу відповідає рівно один трикутник 

іншого типу. Дійсно, нехай цілі числа cba ,,  сторони трикутника з периметром 2013 . Тоді йому 

відповідає трикутник зі сторонами 1,1,1  cba . Дійсно, з нерівності трикутника для більшої 

сторони маємо cba  , тоді й для нового трикутника справджується аналогічна нерівність 

трикутника: 1)1()1(  cba . Таким чином трикутників з периметром 2016  не менша ніж 

трикутників з периметром 2013 .  

Тепер навпаки, розглянемо трикутник зі сторонами cba   периметром 2016 . Тоді серед сторін 

не може бути однієї із сторін довжини 1 . Дійсно, якщо 1a , то тоді 2015 cb . Тобто ці числа 

різні, а тому abc  1 , що суперечить нерівності трикутника. Таким чином усі сторони більші 1 , 

тому 1,1,1  cba  - натуральні числа. Крім того, з умови cba   випливає, що 

1)1()1(  cba . Якщо припустити, що має місце рівність 1)1()1(  cba  (яка могла 

б порушити нерівність трикутника), то  

3)1(23)1()1()1(2016  ccbacba , 

звідки число )1(2 c  -- непарне. Одержана суперечність показує, що існує трикутник зі сторонами 

1,1,1  cba . Таким чином обох типів трикутників однакова кількість.  

 

Рис. 8 
C

A

P

B

D  

F  

E  
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11 клас 
 

1. На кожній грані кубу написано натуральне число. Після цього у кожній вершині 

напишемо число, що дорівнює добутку трьох чисел, що написані на трьох гранях з 

цією вершиною. Знайдіть суму усіх чисел на гранях, якщо сума чисел у вершинах 

дорівнює 2015.  
 

Відповідь: 49 . 

Розв’язання. Якщо позначити числа на протилежних гранях через ca, , db,  та yx, , то задана 

умова запишеться таким чином: 

2015 cbycydcxdcbxabyaydaxdabx . 

Розкладемо ліву та праву частини на множники і матимемо, що справджується рівність:  

31135))()((  yxdbca . 

Оскільки це єдиний розклад на прості множники, то без обмеження загальності можемо вважати, що 

31;13;5  yxdbca , звідки 49 yxdbca . 

 

2. Задача 10.2 
 

3. Знайдіть усі такі функції RR: f , для яких для усіх дійсних чисел yx,  

справджується рівність: 

)()())()(( 2 xyfxfxyfxxff  . 
 

Відповідь: xxf )(  та 0)( xf . 

Розв’язання. Покладемо в задане рівняння 0x : 

)0()0())0(( yffff  . 

Оскільки y  -- довільне, то 0)0( f .  

Нехай cf )1( , покладемо в умову 1x  

)1())(( ycyfcf  . 

Якщо 0c , то 0))(( yff . Подіємо функцією f  на задане рівняння. Тоді ліва частина стає 

нулем:  

0))()(( 2  xyfxff . 

Якщо тепер для деякого t  маємо 0)( tf , то з рівності ttyftf  )()( 2
 підберемо відповідне y , 

звідки отримаємо суперечність: 0)( tf . Звідси перший розв’язок цього рівняння 0)( xf .  

Якщо 0c , то функція f  -- ін’єктивна. Покладемо у початкове рівняння 0y  

)())(( 2xfxxff     
2)( xxxf  . 

Таким чином, знаходимо другий розв’язок рівняння: xxf )( . 

Перевіркою переконуємось, що обидві функції задовольняють умову.  
 

4. Для яких цілих чисел ba,  вираз 181818 )19()()19( bababa   є точним 

квадратом цілого числа? 
 

Відповідь: 0 ba .  

Розв’язання. Припустимо, що цей вираз є квадратом для пари )0;0(),( ba . Серед усіх таких пар 

виберемо таку, для якої сума |||| ba   -- мінімальна.  
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З малої теореми Ферма )19(mod118 q , якщо q  не ділиться на 19 . Таким чином кожний доданок 

виразу в умові за модулем 19  дорівнює 0  або 1 . Тоді сума цих доданків може дорівнювати одному з 

чисел: }3;2;1;0{ . Оскільки квадрат цілого числа за модулем 19  може дорівнювати з цих чисел 

лише 0  або 1  (у цьому можна переконатися простим перебором), то можливі лише два варіанти: 

серед цих доданків рівно два кратні 19  або усі три кратні 19 . Перший випадок неможливий. Якщо, 

наприклад, кратне 19  доданки ba 19  та ba 19 , то звідси випливає, що кратне 19  і кожне з 

чисел ba, , а тому й ba  . Так само і інший варіант. Тому кожний з доданків кратний 19 , звідси 

119aa   та 119bb  , при цьому )0;0(),( 11 ba . Тоді заданий вираз можна перетворити таким 

чином: 

))19()()19((19)19()()19( 18
11

18
11

18
11

18181818 babababababa  , 

звідси 
18

11
18

11
18

11 )19()()19( bababa   також є точним квадратом, але має менше 

значення |||| 11 ba  , що суперечить вибору пари )0;0(),( ba . Тому єдиний можливий варіант 

0 ba .  

 

 

 


